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Introduzione
Si definisce precessione relativa ad un pianeta il moto di rotazione dell’asse della
sua orbita ellittica attorno al piano su cui questa giace. Tale moto comporta un
graduale spostamento della posizione del perielio del pianeta stesso; tra i pianeti del
sistema solare, Mercurio è quello che presenta la precessione del perielio più accen-
tuata: essendo inoltre il pianeta più vicino al Sole, il suo periodo di rivoluzione è
molto breve e consente diverse osservazioni in un anno terrestre.
In base alle osservazioni astronomiche, nei primi anni del 600 Keplero fu in gra-
do di stabilire che l’orbita descritta da un pianeta del Sistema Solare è un’ellisse,
con il Sole che ne occupa uno dei fuochi. Assumendo che un pianeta sia soggetto
solo all’attrazione gravitazionale del Sole, il risultato di Keplero si ottiene facilmente
per via matematica nell’ambito della teoria di Newton. La presenza degli altri pia-
neti del Sistema Solare comporta tuttavia un avanzamento (una precessione), orbita
dopo orbita, del perielio (il punto di massimo avvicinamento al Sole dell’orbita del
pianeta). Solo grazie alla teoria delle perturbazioni, cioè allo studio di equazioni del
moto vicine a quelle di sistemi integrabili, sono stati ottenuti risultati verosimili.
Nello specifico, per il calcolo della precessione del perielio di Mercurio, fu l’astro-
nomo francese Urbain Le Verrier a fornire i risultati più precisi, calcolando una
precessione di 530 (secondi d’arco al secolo) nella stessa direzione in cui il pianeta
ruota intorno al Sole. Tuttavia, tolto il contributo della precessione terrestre, quello
dovuto all’attrazione degli altri pianeti, se calcolato secondo la fisica newtoniana,
non è in grado di predire correttamente ciò che accade nella realtà: nel bilancio
mancano 43 secondi d’arco, che la teoria classica non è in grado di motivare. Gli
astronomi del XIX secolo tentarono di spiegare questa discrepanza tramite l’eﬀetto
perturbante di un pianeta, Vulcano, fino allora sfuggito all’osservazione, più piccolo
di Mercurio e più vicino di questo al Sole. La ricerca di questo pianeta si rivelò,
però, infruttuosa. La svolta si ebbe nel 1915, quando Einstein applicò la versione
definitiva della sua teoria della gravità al calcolo dell’orbita di Mercurio. La relati-
vità generale, infatti, riproduce esattamente la precessione osservata, recuperando i
43 secondi d’arco che mancano alla predizione newtoniana.
v
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In questa tesi si sono analizzati
1. nel Capitolo 1, il contributo della teoria secolare di Laplace-Lagrange nel caso
degli N corpi del Sistema Solare;
2. nel Capitolo 2, la derivazione delle leggi di Keplero a partire dalla teoria New-
toniana ed una derivazione classica della precessione del perielio di Mercurio;
3. nel Capitolo 3, il contributo relativistico alla precessione del perielio di Mercu-
rio, derivandolo con due diﬀerenti metodi di calcolo.
Capitolo 1
Teoria secolare di
Laplace-Lagrange
1.1 Le equazioni del moto
In sistema di riferimento inerziale dove N +1 corpi (N pianeti + Sole) si attrag-
gono secondo la legge di gravitazione universale (forza proporzionale all’inverso del
quadrato della distanza), si possono esprimere le seguenti equazioni del moto:
d2Ri
dt2
= −Gm0 ri0
r3i0
−G
N∑
j=1
j ̸=i
mj
rij
r3ij
(1.1)
dove G è la costante di gravitazione universale, Ri sono le coordinate inerziali degli
N pianeti edmi le rispettive masse (i = 0, 1, ..., N); siano inoltre rij=Ri-Rj i vettori
di mutua posizione tra due pianeti.
Identificando con R0 ed m0 vettore posizione e massa del Sole, si può scrivere per
esso un’equazione analoga:
d2R0
dt2
= G
N∑
j=1
mj
rj0
r3j0
(1.2)
È opportuno far coincidere l’origine delle coordinate con la posizione del Sole, sot-
traendo membro a membro l’espressione (1.2) dalla (1.1) ed ottenendo le equazioni
del moto in coordinate eliocentriche:
d2ri
dt2
= −G(m0 +mi) ri
r3i
+G
N∑
j=1
j ̸=i
mj
(
rj−ri
r3ij
− rj
r3j
)
(1.3)
Con questo cambio di coordinate si evidenzia la presenza di un termine perturbativo
−Gmj rj
r3j
(perturbazione indiretta) che rappresenta le conseguenze dell’attrazione
degli altri pianeti sul Sole.
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La forza kepleriana, essendo conservativa, può essere espressa come il gradiente
di un potenziale. Ciò consente di esprimere il secondo membro dell’equazione (1.3):
d2ri
dt2
= ∇i
⎛⎜⎜⎝Ui + N∑
j=1
j ̸=i
Fij
⎞⎟⎟⎠ (1.4)
dove ∇i è il gradiente rispetto ad ri ed il potenziale si compone di due termini, uno
kepleriano
Ui =
G(m0 +mi)
ri
(1.5)
ed una somma di termini perturbativi
Fij = Gmj
(
1
rij
− ri · rj
r3j
)
(1.6)
L’eﬀetto perturbativo del pianeta j-esimo sul pianeta i-esimo è rappresentato da Fij
che è detta per questo funzione perturbatrice.
1.1.1 Le equazioni di Lagrange
Le equazioni che forniscono i vettori posizione e velocità di un pianeta in funzione
dei sei elementi orbitali ci (i = 1, ..., 6)
r = r(ci)
v = v(ci)
definiscono una corrispondenza biunivoca tra i vettori (r,v) ed i sei elementi prbitali
ci. Si possono perciò risolvere rispetti a ci ed usare gli elementi orbitali come un
nuovo sistema di coordinate generalizzate nello spazio delle fasi. In questo nuovo
sistema di coordinate, una particella che è sottoposta ad un potenziale kepleriano
(ovvero un potenziale del tipo Ui dell’equazione (1.5)) ha una dinamica banale: le
prime cinque coordinate sono costanti, mentre la sesta aumenta linearmente nel tem-
po con una frequenza costante pari al moto medio n =
√
G(m0 +mi)/a3. Se, al
contrario, si aggiungono al potenziale kepleriano anche termini perturbativi (come
le perturbazioni mutue tra i pianeti date dalle (1.6)) ciò non è più vero. Si pos-
sono ora esprimere le equazioni del moto con gli elementi orbitali come coordinate
generalizzate, ottenendo le equazioni di Lagrange. Si considerino i seguenti elementi
orbitali:
a = semiasse maggiore
e = eccentricità
i = inclinazione dell’orbita rispetto al piano (x, y) del sistema di riferimento iner-
ziale adottato
Ω = longitudine del nodo ascendente (angolo tra l’asse x e la direzione del nodo
ascendente del piano orbitale sul piano (x, y), contato in senso antiorario)
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ω = argomento del perielio (angolo tra il nodo ascendente e la direzione del perielio,
contato sul piano orbitale in senso antiorario)
M = anomalia media
Si sostituiscano tuttavia agli ultimi due
ω˜ = longitudine del perielio (ω˜ = Ω+ ω)
λ = longitudine media (λ = M + ω˜)
Si introducono tuttavia, al fine di eliminare ogni singolarità che può derivare nel
caso di eccentricità ed inclinazioni orbitali piccole (come avviene proprio nel Sistema
Solare), le variabili non singolari
h = e sin ω˜
k = e cos ω˜
p = i sinΩ
q = i cosΩ
Utilizzando questi elementi orbitali, le nuove equazioni di Lagrange diventano:
da
dt
=
2
na
∂F
∂λ
dh
dt
=
√
1− e2
na2
∂F
∂k
+
k cos i
na2
√
1− e2(1 + cos i)
[
p
∂F
∂p
+ q
∂F
∂q
]
− h
√
1− e2
na2(1−√1− e2)
∂F
∂λ
dk
dt
= −
√
1− e2
na2
∂F
∂h
+
h cos i
na2
√
1− e2(1 + cos i)
[
p
∂F
∂p
+ q
∂F
∂q
]
− k
√
1− e2
na2(1−√1− e2)
∂F
∂λ
dp
dt
=
cos i
na2
√
1− e2
∂F
∂q
− p cos i
na2
√
1− e2(1 + cos i)
[
k
∂F
∂h
− h∂F
∂k
− ∂F
∂λ
]
dq
dt
= − cos i
na2
√
1− e2
∂F
∂p
− q cos i
na2
√
1− e2(1 + cos i)
[
k
∂F
∂h
− h∂F
∂k
− ∂F
∂λ
]
(1.7)
avendo considerato n =
√
G(m0 +mi)/a3 moto medio del pianeta.
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1.2 Problema degli N corpi
Si considera il caso del sistema solare oveN pianeti gravitano attorno ad una mas-
sa centrale non sferica (il Sole). Non si discute lo sviluppo della forza perturbativa
ma la si considera come la sommatoria di due termini, uno dovuto allo schiacciamen-
to del corpo centrale (central body) ed uno dovuto agli eﬀetti secolari che due masse
reciprocamente provocano l’una nei confronti dell’altra. Il primo termine equivale a:
F cbj =
1
2
nja
2
jnj
[
3
2
J2
(
R0
aj
)2
− 9
8
J22
(
R0
aj
)4
− 15
4
J4
(
R0
aj
)4]
e2j
− 1
2
nja
2
jnj
[
3
2
J2
(
R0
aj
)2
− 27
8
J22
(
R0
aj
)4
− 15
4
J4
(
R0
aj
)4]
i2j
con J2 e J4 primi due coeﬃcienti nello sviluppo delle armoniche potenziale del corpo
centrale ed R0 il raggio centrale.
Il secondo termine è dato invece da:
F secj = nja
2
jnj
N∑
k=1
k ̸=j
mk
mc +mj
[
1
8
αjkαjkb
(1)
3/2e
2
j −
1
8
αjkαjkb
(1)
3/2i
2
j
− 1
4
αjkαjkb
(2)
3/2ejek cos(ωj − ωk) +
1
4
αjkαjkb
(2)
3/2ijik cos(Ωj − Ωk)
]
con b(j)s coeﬃcienti di Laplace ed{ aj > ak ⇒ αjk = akaj ∧ αjk = 1
aj < ak ⇒ αjk = ajak ∧ αjk =
aj
ak
Combinando i due termini si ottiene la seguente espressione per la massa jesima:
Fj = nja
2
j
[
1
2
Ajje
2
j +
1
2
Bjji
2
j +
N∑
k=1
k ̸=j
Ajkejek cos(ωj − ωk) +
N∑
k=1
k ̸=j
Bjkijik cos(Ωj − Ωk)
]
ove:
Ajj = +nj
[
3
2
J2
(
R0
aj
)2
− 9
8
J22
(
R0
aj
)4
− 15
4
J4
(
R0
aj
)4
+
1
4
N∑
k=1
k ̸=j
mk
mc +mj
αjkαjkb
(1)
3/2(αjk)
]
Bjj = −nj
[
3
2
J2
(
R0
aj
)2
− 27
8
J22
(
R0
aj
)4
− 15
4
J4
(
R0
aj
)4
+
1
4
N∑
k=1
k ̸=j
mk
mc +mj
αjkαjkb
(1)
3/2(αjk)
]
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mentre per j ̸= k:
Ajk = −14
mk
mc +mj
njαjkαjkb
(2)
3/2(αjk)
Bjk = +
1
4
mk
mc +mj
njαjkαjkb
(1)
3/2(αjk)
sono elementi di matrici A e B, entrambe N × N . Si passa ora alle variabili non
singolari hj , kj , pj e qj . La forza perturbativa in tali variabili risulta essere pari a:
F ∗j = nja
2
j
[
1
2
Ajj(h
2
j + k
2
j ) +
1
2
Bjj(p
2
j + q
2
j )
+
N∑
k=1
k ̸=j
Ajk(hjhk + kjkk) +
N∑
k=1
k ̸=j
Bjk(pjpk + qjqk)
]
Le equazioni per ciascuna delle variabili non singolari diventano:
dhj
dt
=
∂hj
∂ej
dej
dt
+
∂hj
∂ω˜j
dω˜j
dt
=
hj
ej
e˙j + kj ˙˜ωj
dkj
dt
=
∂kj
∂ej
dej
dt
+
∂kj
∂ω˜j
dω˜j
dt
=
kj
ej
e˙j − hj ˙˜ωj
dpj
dt
=
∂pj
∂ij
dij
dt
+
∂pj
∂Ωj
dΩj
dt
=
pj
ij
i˙j + qjΩ˙j
dqj
dt
=
∂qj
∂ij
dij
dt
+
∂qj
∂Ωj
dΩj
dt
=
qj
ij
i˙j − pjΩ˙j
La soluzione per un sistema a N corpi diventa per ciascuna variabile:
hj =
N∑
k=1
ejk sin(gkt+ βk)
kj =
N∑
k=1
ejk cos(gkt+ βk)
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pj =
N∑
k=1
ijk sin(skt+ δk)
qj =
N∑
k=1
ijk cos(skt+ δk)
ove gK ed sk sono i due insiemi di N autovalori delle matrici A e B e βk e δk le fasi.
Ad ogni istante t si può calcolare per la j-esima massa la funzione del quadrato di
eccentricità ed inclinazione:
e2j =
[
N∑
k=1
ejk sin(gkt+ βk)
]2
+
[
N∑
k=1
ejk cos(gkt+ βk)
]2
i2j =
[
N∑
k=1
ijk sin(skt+ δk)
]2
+
[
N∑
k=1
ijk cos(skt+ δk)
]2
1.3 Calcolo per Mercurio
Si prende il caso di Mercurio (j = 1). Si possono dunque calcolare in funzione
del tempo eccentricità ed inclinazione date rispettivamente da:
e21 =
[
N∑
k=1
e1k sin(gkt+ βk)
]2
+
[
N∑
k=1
e1k cos(gkt+ βk)
]2
i21 =
[
N∑
k=1
i1k sin(skt+ δk)
]2
+
[
N∑
k=1
i1k cos(skt+ δk)
]2
Autofrequenze principali in arcosecondi per anno e angoli di fase:
k Pianeta gk [” y−1] sk [” y−1] βk [◦] δk [◦]
1 Mercurio 5.460 -5.199 89.64 20.23
2 Venere 7.343 -6.568 195.0 318.3
3 Terra 17.32 18.74 336.2 255.6
4 Marte 18.00 -17.63 319.0 296.9
5 Giove 3.732 0.000 30.14 107.5
6 Saturno 22.43 -25.89 131.1 127.3
7 Urano 2.709 -2.911 110.5 315.6
8 Nettuno 0.6336 -0.6780 67.19 202.8
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Componenti degli autovettori dell’eccentricità per Mercurio (moltiplicati per
105).
k Pianeta e1k
1 Mercurio 18131
2 Venere -2328
3 Terra 154
4 Marte -169
5 Giove 2445
6 Saturno 10
7 Urano 58
8 Nettuno 0
Componenti degli autovettori dell’inclinazione per Mercurio (moltiplicati per 105).
k Pianeta i1k
1 Mercurio 12449
2 Venere -3545
3 Terra 409
4 Marte -116
5 Giove 2757
6 Saturno 28
7 Urano -332
8 Nettuno -145
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Capitolo 2
Visione classica
2.1 Il problema a 2 corpi
Il problema a due corpi consiste nell’interazione di due punti dotati di massa sotto
la reciproca attrazione gravitazionale descritta dalla legge di gravitazione universale
di Newton
F = G
m1m2
r3
r
Si può considerare l’orbita di un pianeta del Sistema Solare come l’approssimazione
di un moto a due corpi, ovvero il pianeta stesso ed una massa centrale grande. Gli
eﬀetti degli altri pianeti e satelliti possono essere considerati come perturbazioni del
sistema a due corpi; per esempio il cammino di Mercurio (massa mM = 3.31 · 1023
kg) attorno al Sole (massamS = 2.0·1030 kg) è sostanzialmente un ellisse perturbato
dai moti degli altri pianieti. Si deriveranno ora le equazioni basilari del moto dei
pianeti e si risolverà il sistema a 2 corpi, mostrando come da questo derivano le leggi
di Keplero. Si consideri il moto di due masse m1 ed m2 con i vettori posizione r1 ed
r2 riferiti ad un origine O fissata nello spazio inerziale.
(inserire figura)
Il vettore r=r2-r1 rappresenta la posizione relativa di m2 rispetto ad m1. La forze
gravitazionali e le conseguenti accelerazioni subite dalle due masse sono rispettiva-
mente
F1 = +G
m1m2
r3
r = m1r¨1
F2 = −Gm1m2
r3
r = m2r¨2 (2.1)
dove G = 6.67260 ·10−11 Nm2kg−2 è la costante di gravitazione universale. Dunque
m1r¨1 +m2r¨2 = 0 (2.2)
che può essere direttamente integrata due volte per fornire
m1r˙1 +m2r˙2 = a1 (2.3)
m1r1 +m2r2 = a1t+ a2
dove a1 e a2 sono vettori costanti.
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Se il vettore R =
m1r1 +m2r2
m1 +m2
indica la posizione del vettore del centro di
massa, allora le equazioni possono essere riscritte come
R˙ =
a1
m1 +m2
(2.4)
R =
a1t+ a2
m1 +m2
Ciò implica che o il centro di massa è stazionario (se a1=0) oppure si sta muovendo
con velocità costante in una linea retta rispetto all’origine O.
Si consideri ora il moto di m2 rispetto ad m1. Questo ci permette di semplificare il
problema senza perdere nessuna delle sue caratteristiche principali. Scrivendo ora
r¨ = r¨2 − r¨1 ed usando l’equazione 2.1, si ottiene
d2r
dt2
+ µ
r
r3
= 0 (2.5)
ove µ = G(m1+m2). Questa è l’equazione del moto relativo. Per risolverla e trovare
la traiettoria di m2 relativa ad m1 bisogna derivare le costanti del moto.
Siano inoltre r = |r|, v=r˙, a=r¨ e, per comodità, m1 = M ed m2 = m le masse del
Sole e di Mercurio rispettivamente.
Si mostra innanzitutto che il moto avviene su un piano. Eguagliando la legge di
gravitazione universale con la seconda legge della dinamica, si ottiene
a = −GM
r3
r (2.6)
Dunque a e r sono paralleli, per cui
r× a = 0
Dalle proprietà del prodotto vettoriale si nota inoltre che
d
dt
(r× v) = r˙× v+ r× v˙
= v× v+ r× a
= 0+ 0
= 0
Si può dunque considerare h=r×v un vettore costante che sia inoltre diverso da
zero, in quanto si possono assumere r e v non paralleli. Per le proprietà del prodotto
vettoriale si deduce che r ed h siano perpendicolari e che dunque il moto del pianeta
giaccia sempre su un piano; la sua orbita è perciò planare, in accordo con la legge
di Newton.
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Si dimostra ora l’ellitticità dell’orbita. Sia ora possibile riscrivere h come
h = r× v
= r× r˙
= ru× (ru)′
= ru× (ru˙+ r˙u)
= r2(u× u˙) + rr˙(u× u)
= r2(u× u˙)
Tenendo ora in considerazione l’equazione (2.6) si può scrivere il prodotto vettoriale
a× h = −GM
r2
u× r2(u× u˙)
= −GMu× (u× u˙)
= −GM [(u · u˙)u− (u · u)u˙]
Dal momento in cui u è un versore direzionale ed ha quindi modulo unitario, si ha
che u·u=|u|2=1, per cui
a× h = −GM [(u · u˙)u− u˙] (2.7)
Si consideri ora il termine (u · u˙). Essendo u · u costante, si può scrivere
d
dt
(u · u) = 0
⇒ u˙ · u+ u · u˙ = 0
⇒ u · u˙ = 0
Sostituendo ora il risoltato ottenuto nella (2.7) si ottiene
a× h = GM u˙
Essendo però h un vettore costante, si ha che
(v× h)′ = v˙× h
= a× h
⇒ (v× h)′ = GM u˙
Integrando da ambo le parti si ottiene
v× h = GMu+ c (2.8)
ove c è un vettore costante di modulo |c| = c.
Dal momento in cui il moto del pianeta è ristretto ad un piano si può, senza porre
ulteriori condizioni, confinarlo ad un piano xy. Ricordando che h è perpendicolare a
tale piano, mentre v×h e u giacciono entrambi sul piano xy, si può concludere che
lo stesso c giaccia sul piano. Si scelgono ora gli assi x ed y in modo da far coincidere
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la direzione della base naturale i con la direzione di c. Sia inoltre θ l’angolo tra
c ed r. La coppia di coordinate polari che indica la posizione del pianeta diventa
dunque (r, θ) e per dimostrare l’ellitticità dell’orbita si cerca un’espressione per r(θ).
Si consideri ora l’espressione r · (v× h). Sostituendovi il risultato ottenuto in (2.8)
si ottiene
r · (v× h) = r · (GMu+ c)
= GMr · u+ r · c
= GMru · u+ |r||c| cos θ
= GMr + rc cos θ
Risolvendo per r la precedente equazione si ottiene
r =
r · (v× h)
GM + c cos θ
Definendo ora e =
c
GM
e sostituendolo nell’espressione per r risulta ora
r(θ) =
r · (v× h)
GM [1 + e cos θ]
(2.9)
È possibile semplificare ulteriormente il numeratore considerato che
r · (v× h) = (r× v) · h
= h× h)
= h2
ove |h| = h. Perciò (2.9) diventa
r(θ) =
h2
GM [1 + e cos θ]
=
eh2
c[1 + e cos θ]
Per un’ulteriore semplificazione finale, si introduca d =
h2
c
. Si ottiene infine
r(θ) =
ed
1 + e cos θ
(2.10)
Tale equazione rappresenta una sezione conica in coordinate polari; il valore di e
al denominatore determina il tipo di sezione conica. Dal momento in cui i pianeti
hanno orbite chiuse, 0 < e < 1 e r rappresenta un ellisse. Inoltre, e è l’eccentricità
dell’orbita di Mercurio e uno dei due fuochi si trova nell’origine. Dunque, partendo
dalla Seconda Legge di Newton e dalla Legge di Gravitazione Universale, si è verifi-
cata la Prima Legge di Keplero, ovvero che i pianeti si muovano su un’rbita ellittica
planare di cui il Sole occupa uno dei due fuochi.
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2.2 Un modello classico
2.2.1 Considerazioni iniziali
Si consideri un modello del Sistema Solare nel quale ad ogni pianeta si è sostituito
un anello massivo con densità di massa lineare data dalla seguente equazione:
λi =
mi
2πRi
(2.11)
ove λi è la densità di massa lineare lungo l’orbita dell’i–esimo pianeta dal Sole, mi la
massa dell’i–esimo pianeta e Ri il raggio dell’i–esima orbita che si assume ora essere
circolare. Il motivo per cui tale sostituzione è valida sta nel fatto che la forza su
Mercurio dovuta al Sole è molto maggiore di quella percepita dai pianeti più esterni
del Sistema Solare. Di conseguenza, la deviazione di Mercurio dalla sua orbita im-
perturbata è molto piccola in tempi dell’ordine del periodo di un pianeta dall’orbita
esterna. Quindi un anello massivo è un’ approssimazione valida per rappresentare
l’eﬀetto medio del tempo di un pianeta in movimento.
Nel calcolo che ora segue si calcola innanzitutto il campo di forze all’interno di un
anello massivo uniforme e nel piano dell’anello.
2.2.2 Campo gravitazionale di un anello massivo uniforme
Si approssima intanto il campo gravitazionale di ogni pianeta esterno a Mercurio
con un anello circolare centrato sul Sole nel piano definito dall’orbita di Mercurio.
A BO
R
a
dm1
dm2
ds1
ds2
α
l1
l2
Per calcolare la forza che agisce su m, si suddivida l’anello in elementi di massa
infinitesima dm e si considerino gli elementi dm1 e dm2, distanti rispettivamente l1
ed l2 da m. Essi formano un angolo α come mostrato in figura. Siano ora ds1 ed
s2 gli archi infinitesimi che sottendono l’angolo infinitesimo dα e, se a << R, si può
scrivere
dmi = λdsi ≈ λlidα (2.12)
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dove i può indicare sia 1 che 2. La Legge di Gravitazione Universale di Newton
fornisce su m la forza netta
dF = Gm
(
dm1
l21
− dm2
l22
)
lˆ (2.13)
ove lˆ è il versore diretto da m a m1. Sostituendo ora (2.12) nella (2.13) si trova
dF = Gmλ
(
l2 − l1
l1l2
)
lˆdα
Per simmetria, si sommano solamente le componenti di dF lungo il diametro AB,
poiché le componenti perpendicolari si annullano. Dunque si ottiene la forza radiale
dFr data da
dFr = dF cosα
Se il vettore r è unitario e diretto radialmente, si può integrare su tutto l’anello ed
ottenere
F = rˆ
∫ +π/2
−π/2
mGλ
(
l2 − l1
l1l2
)
cosαdα (2.14)
La dipendenza di α da l1 ed l2 si può esplicitare con la relazione trigonometrica che
fornisce
R2 = a2 + l21 − 2al1 cos(π − α)
La soluzione di tale equazione quadratica per l1 dà
l1 = −a cosα± [a2 cos2 α− (a2 −R2)]1/2
La soluzione fisicamente accettabile è quella con il radicale positivo e si può indivi-
duare notando che, per α = 0, bisogna che l1 = R−a. Ripetendo tali considerazioni
per l2, si trova
l2 = −a cosα+ [a2 cos2 α− (a2 −R2)]1/2
Sostituendo ora le due espressioni trovate nella (2.14), l’integrale si riduce a
F =
2Gλam
R2 − a2 rˆ
∫ +π/2
−π/2
cos2 αdα
L’integrazione fornisce
F =
mGπλa
R2 − a2 rˆ (2.15)
Dunque l’anello provoca un campo di forze equivalente a quello di una forza repulsiva
centrale nella forma
F (r) ∝
[
r
R2 − r2
]
Questa forza repulsiva sarà sommata alla forza attrattiva dovuta al Sole.
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2.2.3 Chiusura dell’orbita
Ogni forza centrale attrattiva può produrre un’orbita circolare che non deve
essere necessariamente chiusa. Essa è chiusa se il periodo dell’oscillazione radiale è
un multiplo razionale del periodo dell’orbita. Sia ora Φ(r) la forza centrale totale.
L’equazione del moto in direzione radiale è data da:
Φ(r) = m(r¨ − θ˙2r) (2.16)
L’ultimo termine nella (2.16) può essere fisicamente interpretato come una forza
centrifuga. Essendo il momento angolare J una costante del moto, si ha che
J = mr2θ˙ (2.17)
Risolvendo per θ˙ e sostituendo nella (2.16), si ottiene
Φ(r) = m(r¨ − J2/m2r3) (2.18)
dove l’interpretazione fisica di Φ(r) la identifica con la forza totale applicata.
Nel caso di un’orbita circolare di raggio a, r¨ = 0 e (2.18) si riduce a
Φ(a) = −J2/ma3 (2.19)
Se ora il pianeta viene perturbato leggermente nel piano della sua orbita e perpen-
dicolarmente alla sua traiettoria iniziale, oscillerà attorno ad a. Si introduca allora
X = r − a e si esprima l’equazione radiale del moto in termini di X. Dunque
Φ(X + a) = mX¨ − J2m−1(X + a)−3
= mX¨ − J2m−1a−3(1 +X/a)−3
Poiché X/a << 1, si può usare l’espansione in serie per il termine fra parentesi,
considerando solo i termini di primo ordine. Se si espande ora il membro a sinistra
dell’equazione in serie di Taylor attorno al punto r = a, considerando ancora solo i
termini di primo grado, si può riscrivere infine
Φ(a) + Φ′(a)X = mX¨ − (J2/ma3)(1− 3X/a)
Se si sostituisce (2.19) nel risultato appena ottenuto, si trova
X¨ + (1/m)[−(3/a)Φ(a)− Φ′(a)]X = 0 (2.20)
Si noti che tale equazione descrive un oscillatore armonico semplice se il termine
fra parentesi è positivo (se tale termine fosse negativo, si avrebbe una soluzione
esponenziale e l’orbita non sarebbe stabile). Dunque, per orbite stabili, il periodo
di oscillazione attorno a r = a sarà
τ = 2π
(
m
−(3/a)Φ(a)− Φ′(a)
)1/2
(2.21)
Per definizione l’angolo absidale φ è l’angolo spazzato dal vettore radiale tra due
punti consecutivi dell’orbita ove il vettore radiale stesso assume un valore estremale.
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Il tempo richiesto da Mercurio per percorrere tale angolo è τ/2. Poiché l’orbita
si può considerare approssimativamente radiale ed essendo dunque r costante ed
uguale ad a, si può risolvere (2.17) per θ˙ e scrivere
φ =
1
2
τ θ˙ =
1
2
[
2π
(
m
−(3/a)Φ(a)− Φ′(a)
)1/2]( J
ma2
)
Inoltre, osservando (2.19), si noti che l’ultimo termine si può riscrivere come J/ma2 =
[−Φ(a)/ma]1/2, e che quindi
φ = π[3 + a(Φ′(a)/Φ(a))]−1/2 (2.22)
Se Φ(a) descrivesse il campo gravitazionale dovuto solamente alla massa puntiforme
del Sole, si avrebbe F0(r) = −GM0mr−2. Introducendo tale forza nella (2.22), si
ottiene φ = π.
2.2.4 La precessione del perielio di Mercurio
Utilizzando la (2.15) si possono valutare le forze agenti su Mercurio dovute agli
altri pianeti. Dato che l’eﬀetto di media temporale è stato inglobato nell’ipotesi
degli anelli massivi e che si è evidenziata una forza radiale, la (2.15) fornisce una
forza radiale esterna dovuta agli anelli pari a
F (a) = Gπm
9∑
i=2
λi
a
R2i − a2
(2.23)
Nella seguente tabella si mostrano i valori numerici:
k Pianeta Massa (1024 kg) Raggio orbita (1024 Kg) λa/[R2i − a2] (kg m−2)
1 Mercurio 0.3332 0.5791 /
2 Venere 4.870 1.082 49.65
3 Terra 5.976 1.496 19.35
4 Marte 0.6421 2.279 0.534
5 Giove 1899 7.783 37.33
6 Saturno 568.6 14.27 1.807
Poichè il termine che segue la sommatoria rappresenta la misura dell’influenza rela-
tiva su Mercurio di ogni pianeta esterno, l’osservazione dei risultati ottenuti mostra
che si possono trascurare tutto i Pianeti più distanti di Saturno. Si ottiene dunque
una forza pari a
F (a) = 7.587 · 1015 N
alla quale va sommata la forza su Mercurio dovuta al Sole, pari a
F0 = −1.318 · 1022 N
La forza totale applicata su Mercurio risulta quindi essere
Φ(a) = F0 + F (a)
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Valutando il termine derivato presente nella (2.22), si trova
aΦ′(a) = a[F ′0 + F
′(a)] (2.24)
Sostituendo ora l’espressione di F0 e (2.23), si giunge a
aΦ′(a) = −2F0 +GmπaS (2.25)
dove è stata definita la funzione
S =
6∑
i=2
λi
R2i + a
2
(R2i − a2)2
(2.26)
Introducendo tale risultato nell (2.22), si ottiene
φ = π
(
1 + [3F (a) +GπmaS]/F0
1 + [F (a)/F0]
)−1/2
(2.27)
Nella (2.27) si può usare l’espansione binomiale sia per il numeratore che per il
denominatore. Poiché F (a) << F0 e F (a) è dello stesso ordine di grandezza di
GπmaS, si possono trascurare i termini d’ordine superiore alla prima potenza di
F (a)/F0. La (2.27) può essere dunque riscritta come segue:
φ = π
(
1− 3F (a) +GπmaS
2F0
)(
1 +
F (a)
F0
)
Svolgendo i prodotti e trascurando i termini di second’ordine si ottiene
φ = π
(
1− F (a)
F0
− GπmaS
2F0
)
Sostituendo i valori numerici si ottiene
φ = π(1 + 9.884 · 10−7)
Avendo definito φ come l’angolo tra afelio e perielio, si può definire la precessione
del perielio ω˙ come
ω˙ =
2φ− 2π
P
=
π(1.977 · 10−6)
87.969 giorni
ove P è il periodo siderale di Mercurio. Convertendo il risultato si ottiene
ω˙ = 531.9 arc sec/century
Il segno positivo indica un avanzamento del perielio. Questo risultato si confronta
bene con i risultati più precisi che mostrano una componente planetaria di 532
secondi d’arco al secolo alla quale si somma il contributo relativistico di 43 secondi
d’arco al secolo, per una precessione totale di 575 secondi d’arco al secolo.

Capitolo 3
Contributo relativistico
3.1 Primo metodo
Si calcola in questa sezione il periodo di rivoluzione di Mercurio introducendo
una correzione alla costante di gravitazione universale G proposta da Einstein. La
correzione deriva da più contributi:
1. La relatività speciale contribuisce di un fattore
v2
c2
2. La densità della coppia del momento torcente fornisce un contributo non
commutativo di 2
v2
c2
3. Una correzione di 3
v2
c2
introdotta da Page e Adams (1945)
4. Una correzione dovuta allo spazio curvo nella metrica di Schwarzschild di −v
2
c2
5. La correzione data dal contributo di ε0(E×B) pari a v
2
c2
Sommando i vari termini si ottiene una correzione totale di G pari a:
G −→ G
(
1 + 6
v2
c2
)
Il modulo della forza gravitazionale agente sulla massa m mentre viaggia a velocità
v lungo un’orbita circolare di raggio r attorno al Sole di massa m0 diventa così
Fg =
Gm0m
r2
(
1 + 6
v2
c2
)
Il periodo imperturbato T0 dell’orbita newtoniana si ottiene eguagliando la forza
gravitazionale a quella centripeta.
Fg = Fcp
Gm0m
r2
=
mv2
r
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Si ricava la velocità:
v =
√
Gm0
r2
Il tempo per percorrere un’orbita è il periodo T0:
T0 =
2πr
v
=
2πr3/2√
Gm0
Con un procedimento analogo, ma tenendo conto della correzione su G, eﬀettuando
la sostituzione G −→ G
(
1 + 6
v2
c2
)
, si può calcolare il periodo T del pianeta:
T =
2πr3/2
√
Gm0
√
1 + 6v
2
c2
= T0
(
1− 3v
2
c2
)
Con dei semplici passaggi algebrici, ricavando Gm0 dall’orbita imperturbata e sosti-
tuendola nel periodo T appena trovato si ottiene:
T = T0
(
1− 12π
2r2
c2T 20
)
La velocità angolare perturbata è pari a
ω =
2π
T
=
2π
T0
(
1− 12π2r2
c2T 20
) ≈ 2π
(
1 + 12π
2r2
c2T 20
)
T0
La distanza angolare percorsa nel tempo T0 è pari a
ψ = ωT0 =
2π
(
1 + 12π
2r2
c2T 20
)
T0
T0 = 2π
(
1 +
12π2r2
c2T 20
)
Dunque, per ogni rivoluzione il pianeta spazierà un angolo in radianti maggiore
rispetto all’orbita imperturbata di uno scarto pari a
∆ψ = 2π
(
12π2r2
c2T 20
)
=
24π3r2
c2T 20
=
24π3r2
c2
Gm0
4π2r3
=
6πGm0
c2r
In un secolo, chiamando N il numero di rivoluzioni per secolo, si ottiene uno scarto
di
∆ψs =
6πGm0
c2r
N
Si ottiene infine per Mercurio un contributo relativistico alla precessione del perielio
pari a
∆ψs = 43.02 secondi per secolo
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3.2 Secondo metodo
Ci si pone ora, per considerare il moto di Mercurio (massa m), in una metrica
di Schwarzschild
c2dτ2 = c2Zd2 − dr
2
Z
− r2dθ2 − r2 sin2 θdφ2
ove si è considerato Z = 1− 2Gm
rc2
.
Con tali premesse si considerano le equazioni di Eulero-Lagrange
∂Ek
∂xµ
− d
du
(
∂Ek
∂x˙µ
)
= 0
con u parametro aﬃne.
Per una geodetica descritta come i punti stazionari dell’integrale I =
∫
⟨x˙, x˙⟩dτ le
equazioni di Eulero-Lagrange si possono descrivere in termini di:
2Ek ≡ gµν x˙µx˙ν = α
ove α = +1 per traiettorie di tipo tempo e α = 0 per quelle di tipo luce. Si ha
dunque, considerando le derivate rispetto al tempo proprio:
2Ek = Zt˙
2 − Z−1r˙2 − r2 sin2 θφ˙2 = 1
ed essendo perciò una traiettoria di tipo tempo si ha
Zt˙2 − Z−1r˙2 − r2 sin2 θφ˙2 = 1
Posto d’ora in avanti c = 1, si scrivono ora le equazioni di Eulero-Lagrange per
µ = t, θ,φ, ottenendo:
d
dτ
(Zt˙) = 0
d
dτ
(r2θ˙)− r2 sin θ cos θφ˙2 = 0
d
dτ
(r2 sin2 θφ˙) = 0
Si consideri la seconda equazione: per un moto inizialmente planare del pianeta si
ha θ = π/2, e di conseguenza θ˙ = 0 e θ¨ = 0. Dunque l’ultima equazione rappresenta
la conservazione del momento angolare, e diventa
d
dτ
(r2φ˙) = 0 −→ r2φ˙ = l
Analogamente si evince il significato della prima equazione che dà
d
dτ
(Zt˙) = 0 −→ Zt˙ = h
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L’equazione per Ek diventa:
1 = Zt˙2 − r˙
2
Z
− r2φ˙2
ed essa, dopo alcune sostituzioni algebriche, si può riscrivere come
h2Z−1 − Z−1r˙2 − r2φ˙2 = 1
Moltiplicando ambo i membri per m2 si ottiene:
m2 = m2Zt˙2 − m
2r˙2
Z
−m2r2φ˙2
Si ponga ora u = r−1; dalla conservazione del momento angolare r2φ˙ = l si ottiene
che
r˙ =
d(1/u)
dτ
= − 1
u2
du
dφ
dφ
dτ
= −ldu
dφ
Si riprenda ora l’equazione per l’energia:
r˙2 = E2k − V 2(r)
Riscrivendo il potenziale per la massa di Mercurio orbitante attorno a quella del
Sole m0 si ha:
r˙2 = E2k −
(
1− 2m0
r
)(
1 +
l2
r2
)
= E2k − (1− 2m0u)(1 + l2u2)
ovvero (
du
dφ
)2
+ u2 =
E2k − 1 + 2m0u
l2
+ 2m0u
3
Tale risultato, se derivato rispetto a φ, porta all’equazione
d2u
dφ2
+ u =
m0
l2
+ 3m0u
2
che rappresenta un moto armonico per u con una perturbazione 3m0u.
Chiamando e l’eccentricità dell’orbita, ponendo a =
l2
Gm0
1
1− e2 ed ϵ = 3m0/a, si
calcola la correzione ϵ(l2u2/m0) lungo la traiettoria non perturbata
u0 =
1
a(1− e2)(1 + e cosφ)
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Si giunge infine ad
u ≈ u0 + ϵm0
l2
[1− eφ sinφ+ e2(e− cos 2φ)/6]
Il termine dominante è quello che contiene φ e che si accumula nel tempo; dunque
si può ulteriormente scrivere:
u ≈ m0
l2
[1 + e cos[φ(1− ϵ)]]
La precessione del perielio risulta essere pari per una rivoluzione di periodo T a:
δϕ = 2πϵ ≈ 24π
3a2
c2T 2a(1− e2) =
6πGm0
c2a(1− e2)
ed, analogamente a prima
δϕ = 43.02 secondi per secolo

Conclusioni
Si sono analizzati diversi contributi allo spostamento del perielio di Mercurio,
quello dovuto alle perturbazioni secolari degli altri pianeti del Sistema Solare e
quello relativistico. Il calcolo del termine secolare, nell’approssimazione di Laplace-
Lagrange ha evidenziato un contributo di 546 secondi d’arco al secolo, mentre mo-
dellando ciascun pianeta esterno a Mercurio con un anello massivo, si è ottenuto un
avanzamento del perielio di 531.9 secondi d’arco al secolo. I due risultati sono com-
patibili tenendo conto delle diﬀerenze nelle approssimazioni utilizzate. Il contributo
relativistico risulta pari a 43 secondi d’arco al secolo. Sommando i due contributi
si ottiene una precessione totale di 575 secondi d’arco al secolo. Il contributo relati-
vistico però può risultare particolarmente rilevante, ed eventualmente dominare su
quello secolare, nel caso di pianeti extrasolari che si trovano su orbite molto vicine
alla stella. I cosiddetti hot Jupiters possono trovarsi anche a distanze radiali dalla
loro stella pari a un decimo di quella di Mercurio.
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